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В механике и физике дискретного, в том числе фрикционного контакта 
технических поверхностей ключевую роль играют понятия фактической площади 
контакта Ar (ФПК) и, соответственно, фактическое контактное давление pr = N/Ar  (ФКД), 
где N – нормальная нагрузка на контакт.  Именно на фактической площади  контакта, 
образованной контактирующими выступами шероховатости соприка- сающихся 
поверхностей, происходит силовое взаимодействие деталей в нормальном и 
тангенциальном направлениях; через фактическую площадь контакта проходит львиная 
доля энергетических потоков контактного электро- и теплопереноса. 
С появлением атомных силовых микроскопов наряду с ФПК в теорию и практику 
контактного взаимодействия вошло понятие физической площади контакта Ap, 
сформированной контактирующими неровностями поверхности наномасштабного 
размера (так называемая наношероховатость или субшероховатость). Соответствующее 
контактное давление pp = N/Ap назовем физическим.    
Существенным для понимания природы многих контактных процессов является 
тот факт, что Ar  << An, а Ap << Ar, где An – номинальная (геометрическая, проектная) 
площадь контакта, заданная чертежом.      
Очевидно, для оценки и предсказания эксплуатационных характеристик контакта 
при проектировании необходимо располагать методиками расчета указанных выше 
величин Ar, Ap, pr, pp. Анализу этих методик, обсуждению их возможностей, достоинств и 
недостатков посвящена данная работа.   
Пластический дискретный контакт. В случае преимущественно пластической 
деформации неровностей поверхности фактическое контактное давление определяется 
очень просто: pr  H; pp  Hn, где H и  Hn – твердости поверхностных слоев материалов 
контактирующих деталей на соответствующих масштабных уровнях: H – 
микротвердость, измеренная при глубине внедрения индентора h < (1020) мкм; Hn – 
нанотвердость, измеренная при глубине внедрения интентора h < 200 нм. Соответственно 
площади контакта определяются по простым формулам: 
,/ HNAr         (1) 
np HNA / .      (2) 
Физический смысл формул (1) и (2) прозрачен: контактное взаимодействие 
индентора с контртелом при измерении твердости подобно контактному взаимодействию 
нано- или микронеровности с поверхностью контртела.  
Для однородных по механическим свойствам материалов pr и pp не зависят от 
нормальной нагрузки на контакт и могут считаться постоянными в данном контактном 
соединении. В реальных конструкциях даже при полностью пластическом контакте 
контактные давления pr и pp чаще всего зависят от нагрузки, но эта зависимость не 
является имманентной, а возникает вследствие изменения пластических свойств 
материала по глубине из-за механического воздействия контртела (наклеп), термического 
и химического воздействия окружающей среды и т. п.    
Упругий дискретный контакт. В этом случае ФКД как в единичном, так и во 
множественном контакте не является постоянным и зависит от номинального  
контактного давления pn.  
Согласно классической теории дискретного контакта Н.Б. Демкина [1, 2], ФКД в 

































,     (3) 
где tm и  – параметры степенной аппроксимации опорной кривой; К – коэффициент, 
зависящий от параметра : при  = 2 К  0,35; при   = 3 К  0,42; Rp – максимальная 
высота выступов шероховатости над средней линией; r – средний радиус вершин 













 , E и  – модули 
упругости и коэффициенты Пуассона материалов контактирующих деталей. Вполне 
естественно, что в упругом контакте ФКД зависит как от упругих свойств материала (E*), 
так и от параметров микрогеометрии (Rp, r, tm, ). 
Согласно формуле (3) ФКД слабо зависит от номинального давления:  в степени 
0,10,2 при типичных значениях параметра . Используя типичные значения параметров 






























      (4) 
где KD = 0,450,50; m1 = 0,400,43; m2 = 0,10,2. 
Авторы другой классической модели дискретного контакта – Гринвуд и Вильямсон 
[3], предложившие широко известный критерий вида контактной деформации под 
названием «индекс пластичности», в той же работе [3] выдвинули еще одну оригинальную 
концепцию – так называемую «упругую твердость». Поскольку, как отмечалось выше, 
ФКД слабо зависит от номинального давления, авторы [3] предложили приблизительно 
считать его постоянным, не зависящим от номинального давления и по аналогии с 
пластическим контактом назвали такую величину «упругой твердостью». Согласно [3], 






* ,      (5) 
где KGW = 0,20,4 – коэффициент; Rq – среднее квадратическое отклонение профиля 
шероховатой поверхности, остальные обозначения прежние. 
Интересно отметить, что в отличие от индекса пластичности, в той или иной форме 
используемого многими авторами, концепция «упругой твердости» не привлекла такого 
же заметного внимания и не получила столь же широкого распространения. Вместе с тем, 
с точки зрения удобства практического применения эта концепция заслуживает не 
меньшего внимания, чем индекс пластичности.   
Недостатком модели Гринвуда и Вильямсона является то, что в ней, во-первых,  
заложен постоянный радиус вершин выступов, во-вторых, распределение высот выступов 
считается либо экспоненциальным, либо нормальным. Первое распределение 
однопараметрическое, второе хоть и двухпараметрическое, но не имеет параметра формы.  
Кроме того, и экспоненциальное, и нормальное распределения не ограничены  конечным 
интервалом значений случайной величины, которая меняется в случае экспоненциального 
распределения от 0 до , а в случае нормального распределения – от - до +, что, 
конечно же, лишено физического смысла.   
В работе [4] на основе наиболее гибкого бета-распределения высот и радиусов 
вершин выступов получено выражение для ФКД дискретного контакта в виде 
rR
ZEp ar
* ,      (6) 
где Z = 0,250,60 – коэффициент; Ra – среднее арифметическое отклонение профиля 
шероховатой поверхности. Формулы (5) и (6) отличаются лишь коэффициентами, так как 
параметры Ra и Rq  связаны между собой соотношением Rq = 1,25 Ra. В целях 






* ,      (7) 
где K = 0,140,35, в среднем K  0,25.   
Компьютерная модель дискретного контакта. Компьютерные модели 
дискретного контакта технических поверхностей дополняют и расширяют возможности 
аналитических моделей [1, 3]. Например, в компьютерной модели легко учесть 
комплексный упругопластический характер деформации, как единичных выступов, так и 
их ансамбля. В аналитических моделях учет упругопластического характера деформации 
выступов либо значительно усложняет расчеты, либо заставляет принимать ряд 
упрощений и допущений в исходных предпосылках и последующих преобразованиях.  
 
Используем для расчета ФКД упругого и упругопластического контактов модель 
дискретного контакта [5]. Параметры модельных поверхностей приведены в табл. 1. 
Модельные поверхности аналогичны тем, которые использовали авторы в другой статье 
из настоящего выпуска, посвященной так называемому индексу пластичности  как 
критерию перехода от упругого контактирования к упругопластическому. Согласно 
значениям индекса пластичности , поверхности 1 и 2 из табл. 1 контактируют упруго, 
поверхности 3 и 4 – упругопластически.  
Таблица 1 















1 Сталь, полирование 200 7 0,08 0,24 2 000 0,1 
2 Сталь, шлифование 200 5,5 0,63 1,9 1 000 0,5 
3 Бронза, шлифование 100 1,4 0,63 1,9 1 000 1,0 
4 Медь, шлифование 100 0,6 0,63 1,9 200 5,0 
 
При моделировании дискретного контакта использовали бета-распределение 
случайных величин – высот выступов и радиусов закругления их вершин. В работе [4] 
показано, что параметры бета-распределения высот выступов после наиболее 
распространенных видов механической обработки, а также после приработки узла 
принимают значения:  = 1,32,4;  = 2,54. Типичные значения параметров бета-
распределения радиусов закругления вершин выступов:  = 0,61,2;  = 2,54. Исходя из 
этого, при моделировании использованы две функции плотности распределения высот 
выступов: первая – с параметрами  = 1,5;  = 4; вторая – с параметрами   = 2;   = 3. 
Функция плотности распределения другой случайной величины – радиуса закругления 
вершин выступов – имеет одинаковые параметры в обеих моделях:  = 1;    = 3. Вид 
функций плотности вероятности, принятых при моделировании дискретного контакта, 
показан на рис. 1 для безразмерных случайных величины: высот  = h/Rp и радиусов  = 
r/rmax, где h – абсолютная высота выступа над средней линией, rmax – максимальное 





Рис. 1. Функции плотности вероятности относительных случайных величин:  
а – высот выступов ; б – радиусов вершин выступов .  
Параметры бета-распределения случайной величины : кривая 1 –  = 1,5;  = 4;  
кривая 2 –  = 2;  = 3. Параметры бета-распределения  
случайной величины :  = 1;  = 3 
Результаты моделирования и их обсуждение. Результаты моделирования в виде 
зависимости ФКД от номинального давления представлены на рис. 2. Для поверхностей 
№ 1–3 из табл. 1 ФКД зависит от номинального давления в степени               0,110  0,016, 
что хорошо совпадает со значениями показателя m2 в формуле (4). Для поверхности № 4 
значения ФКД практически равны твердости материала и не зависят от номинального 
давления и параметров распределения высот выступов шеро-ховатости.  
Значения упругой твердости по формуле (7) можно рассматривать как верхнюю 
оценку ФКД (штриховые линии на рис. 2). Для более точных расчетов ФКД по 
результатам моделирования предлагается простая зависимость, сочетающая в себе более 

















* ,      (8) 
где KB = 0,36  0,03; m = 0,1. Если в формуле (8) вместо параметра шероховатости Rp 
использовать статистически более устойчивый параметр Ra, то коэффициент                           
KB = 0,62  0,05. Значения ФКД по формуле (8) показаны на рис. 2 пунктирными линиями. 
Результаты расчетов по формуле (8) очень хорошо совпадают со значениями ФКД, 









Рис. 2. Зависимость ФКД от номинального давления для поверхностей из табл. 1:                         
а – № 1; б – № 2; в – № 3; г – № 4. Точки – результаты моделирования при значениях 
параметров бета-распределения высот выступов:  –  = 1,5;  = 4;  –  = 2;  = 3. 
Линии:  значения ФКД по формуле (7),   значения ФКД по формуле (8) 
 
 
Не отказываясь от удобного с практической точки зрения понятия упругой 
твердости, мы предлагаем в формуле (7) величину коэффициента K выбирать в 
зависимости от предполагаемого рабочего диапазона номинальных давлений для данного 
конкретного контактного соединения (табл. 2). Погрешность расчета на краях диапазонов 
в этом случае в среднем 14 % и не превышает 28 %.  
Таблица 2 
Значения коэффициента K для расчета упругой твердости по формуле (7) 
Диапазон 
номинальных 
давлений pn, МПа 
0,11 110 10100 
Значения K 0,11  0,02 0,14  0,02 0,18  0,03 
 
Понятие «упругая твердость» применительно к упругому и упруго- пластическому 
дискретным контактам шероховатых поверхностей может успешно использоваться как 
аналог понятия «фактическое контактное давление». При таком подходе по аналогии с 
пластическим контактом, где ФКД равно обычной твердости (точнее, микротвердости) 
материала контактирующих деталей, упругая твердость рассматривается как функция 
упругих свойств материалов (эквивалентный модуль упругости) и параметров 
микрогеометрии контактирующих поверхностей и считается не зависящей от 
номинального давления в достаточно широком диапазоне изменения последнего.  
Для более точных расчетов характеристик дискретного контакта рекомендована 
достаточно простая формула (8) для ФКД, учитывающая пусть и слабую, но имеющуюся 
зависимость ФКД от номинального давления.  
Предложенная методика расчета ФКД может использоваться для прогнозирования 
(экспресс-оценки) такого важного для дискретного контакта технических поверхностей 
параметра, как фактическая площадь контакта на стадии проектирования контактных 
соединений различного назначения.   
Формулы (7) и (8), составляющие основу предлагаемой методики оценки ФКД и 
ФПК, применимы и к наномасштабному уровню контактного взаимодействия. При этом 
вместо параметров микрошероховатости Rp и r следует использовать аналогичные 
параметры наношероховатости, определенные, например, с помощью атомного силового 
микроскопа. Роль номинального контактного давления для наноше-роховатости будет 
играть ФКД для микрошероховатости.  
В качестве примера рассмотрим контакт стальных поверхностей 13 класса 
шероховатости (типа концевых мер длины). Параметры микрогеометрии: Rp = 0,03 мкм; 






11 Па, H = 8 ГПа. Номинальное контактное давление pn = 1 МПа. Индекс 
пластичности  = 0,08, откуда заключаем, что контакт на уровне микрошероховатости 
упругий. По формуле (8) при pn = 1 МПа рассчитываем pr = 68 МПа. Относительная 
фактическая площадь контакта r = Ar/An = pn/pr  0,015, или 1,5 % 
Параметры наношероховатости, определенные с помощью атомного силового 
микроскопа: Rp  5 нм, rср  200 нм. По формуле (8) при pn = 68 МПа (напомним, что 
номинальное давление для субшероховатости равно фактическому давлению для 
микрошероховатости) получаем физическое контактное давление pp = 3,0 ГПа. 
Относительная физическая площадь контакта p = Ap/Ar = pr/pp  0,023, или 2,3 %. 
Характерно, что физическая площадь контакта составляет от номинальной площади всего 
0,015  0,023 = 3,45.10-4!       
 
Библиографический список 
1. Демкин, Н.Б. Качество поверхности и контакт деталей машин / Н.Б. Демкин, Э.В. 
Рыжов. М.: Машиностроение, 1981. 244 с. 
2. Измайлов, В.В. Контакт твердых тел и его проводимость: монография /       В.В. 
Измайлов, М.В. Новоселова. Тверь: ТГТУ, 2010. 112 с. 
3. Greenwood, J.A. Contact of nominally flat surfaces / J.A. Greenwood, J.B.P. Wil- 
liamson // Proc. Roy. Soc. 1966. V. A295, № 1442. P. 300–319. 
4. Измайлов, В.В. Применение бета-распределения для расчета характеристик 
контакта шероховатых тел / В.В. Измайлов, М.С. Курова // Трение и износ. 1983. Т. 4. № 6. 
С. 983–990.  
5. Измайлов, В.В. Числовое и аналитическое моделирование дискретного контакта 
деталей машин / В.В. Измайлов, С.А. Чаплыгин // Интернет-журнал «НАУКОВЕДЕНИЕ» 
2014. № 6. URL: http://naukovedenie.ru/PDF/10TVN614.pdf  
 
 
 
 
